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Universidad de Carabobo, Venezuela
e-mail: ccadenas@uc.edu.ve, carlos.cadenas@upc.es

2: Departamento de Matemática Aplicada III
E.T.S. d’Enginyers de Camins, Canals i Ports de Barcelona
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Resumen. En la resolución numérica de problemas de propagación de ondas, como la
ecuación de Helmholtz, se produce el fenómeno denominado dispersión numérica, que se
manifiesta como un desfase de la solución numérica respecto a la onda que representa
la solución anaĺıtica. La dispersión numérica en el método de los elementos finitos
continuos ha sido ampliamente estudiada y analizada en problemas unidimensionales,
ver por ejemplo [1].

En este trabajo se ampĺıa el estudio dado en [2] considerando el método de elementos
finitos Galerkin Discontinuo Local (LDG). Inicialmente se plantean los problemas de
Vibraciones Estructurales y Propagación de Ondas. Luego se describen brevemente los
procedimientos para obtener las curvas para el error debido a la aproximación de los
autovalores en el problema de autovalores generalizado para la ecuación de onda y del
error debido a la dispersión numérica para la ecuación de Helmholtz.

1 DINÁMICA ESTRUCTURAL

Es bien sabido que las ecuaciones de movimiento que gobiernan el problema de
vibraciones libre sin amortiguamiento y fuerzas exteriores, son

M
d2u

dt2
+ Ku = 0, (1)
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donde M y K son los operadores de masa y rigidez, y u = u(t, x) es el desplazamiento.
El n−ésimo modo normal φn y su frecuencia wn son obtenidos desde el siguiente

problema de autovalores:
Kφn = wnMφn (2)

Al igual que que en el caso cont́ınuo, los modos normales discretos φh
n y su frecuencia

wh
n son obtenidos desde el siguiente problema de autovalores:

Khφh
n = wh

nMhφh
n (3)

donde Mh y Kh son los operadores discretos finito dimensional de masa y rigidez.

2 PROPAGACIÓN DE ONDAS

Si se asumen una onda que se propaga en forma harmónica en el tiempo, la ecuación
de onda se escribe en el régimen frecuencia y se denomina ecuación de Helmholtz

∆u + k2u = 0 (4)

donde k es el número de onda. Luego de discretizar dicha ecuación se obtiene

(Kh − k2Mh)uh = 0 (5)

en general la solución numérica de dicha ecuación es una combinación lineal de ondas
planas que tienen números de onda discreto kh.

3 SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE AUTOVALORES GENERALIZADO

Al resolver el problema de Autovalores Generalizado dado por (3) se obtiene la Figura
1, donde se presenta una medida para el error relativo en el cálculo de la frecuencia wh

n

4 SOLUCIÓN DEL PROBLEMA DE DISPERSIÓN NUMÉRICA

Siguiendo el procedimiento dado en [2] se procede a resolver el problema de dispersión
numérica para la ecuación de Helmholtz cuando se utiliza el método de elementos finitos
Galerkin Discont́ınuo Local [3], obteniéndose el error cometido en el cálculo del número
de onda discreto. En las Figuras 2 y 3, se presentan diversas gráficas del error en la
dispersión numérica para algunas combinaciones de parámetros C11 = β

h
y C12.

5 DUALIDAD

El análisis de dualidad en las aproximaciones discretas en Dinámica Estructural y
Propagación de Ondas en los métodos de elementos finitos y k−NURBS ha sido estudiado
en [2]. Dicho análisis para el caso que nos compete (LDG), tomando en cuentra grado 2,

debe ser hecho considerando la similitud n
2N+1

 khhLDG = 3
2
khhCG y wh

w
 k

kh , lo cual
permite hacer comparaciones tomando en cuenta los mismos grados de libertad.
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Figura 1. Gráfica de Error de la solución del problema de Autovalores.
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Figura 2. Gráficas del error en la dispersión numérica para dos combinaciones de
parámetros β y C12. (izquierda: β = 0.3 y C12 = 0.345 y derecha: β = 0 y C12 = 0.372).

En las figuras 1 y 2 (izquierda) se puede observar el mismo comportamiento para los
errores dados en ellas en las primera dos ramas (la acústica y la primera rama óptica), sin
embargo en la tercera rama (segunda rama óptica) se aprecia una diferencia considerable
que llega hasta valores de diferencia del 15 %. Otros experimentos numéricos confirman
el comentario anterior.
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Figura 3. Gráficas del error en la dispersión numérica para dos combinaciones de
parámetros β y C12. (izquierda: β = 0.3 y C12 = 0.345 y derecha: β = 0 y C12 = 0.372).
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